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1 Prozessfahigkeit

Ein Prozess ist fahig, wenn er die Anforderungen des Kunden ,, gut"erfiillt.

Verglichen wird die ,,Stimme des Kunden"mit der ,,Stimme des Prozesses":

Stimme des Kunden
Stimme des Prozesses

Prozess-Fahigkeit =

Die Stimme des Kunden wird (meistens) durch zwei Spezifikationsgrenzen angegeben: USG (Untere Spe-
zifikationsGrenze) und OSG (Obere SpezifikationsGrenze). Der Abstand zwischen OSG und USG ist die
Toleranzbreite, auch Toleranzfeld oder kurz Toleranz genannt.

Die Stimme des Prozesses wird durch das Prozess-Ergebnis vorgegeben, d. h. durch die Messungen an
den Produkten oder Dienstleistungen.

1.1 Voraussetzungen fiir die Berechnung von Fahigkeiten
1.1.1 Fahiges Mess-System

Voraussetzung fiir die Berechnung von Fahigkeitskennzahlen ist, dass diese Messungen zuverldssig sind.
Dazu ist es zwingend notwendig, dass eine MSA (Mess-System-Analyse) durchgefiihrt wurde und die
Ergebnisse der MSA ein zuverldssiges Mess-System bestatigen.

Zuverldssig ist ein Mess-System, wenn Messwerte reproduzierbar sind, d. h. wenn Mehrfach-Messungen
durch einen Priifer gleiche Werte liefern und wenn Mehrfach-Messungen durch verschiedene Priifer gleiche
Werte liefern. Zudem muss die Auflésung des Messmittels groB genug sein (Kennzahl ndc / number of
distinct categories > 5).

Wenn das Mess-System unzuverldssig ist oder nur ungenaue Werte iiber das Produkt oder die Dienst-
leistung liefert, kann mit den Messwerten der Prozess nur schlecht beurteilt werden. Insbesondere lassen
sich mit einem schlechten Mess-System keine zuverldssigen und haltbaren Prozessfahigkeits-Indizes be-
rechnen.

1.1.2 Ausreichend viele Messwerte

Neben einem fihigen Mess-System sind geniigend viele Messwerte eine weitere Voraussetzung fiir die
Beurteilung eines Prozesses. Als Daumenregeln fiir ,, geniigend viele“werden oft n = 100 Werte genommen.
Bei weniger Messwerten ist es schwierig, den Prozess zu beurteilen. Die absolute Untergrenze fiir die Anzahl
Messwerte zur Prozess-Beurteilung sind n = 50 Werte. Damit sind Aussagen iiber die Prozess-Fahigkeit
dann allerdings schon sehr wackelig.
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1.1.3 Normalverteilte Messwerte

Die iiblichen Fahigkeitskennzahlen lassen nur dann eine zuverlassige Abschatzung der Prozess-Fahigkeit
zu, wenn die Messwerte normalverteilt sind. Wenn die Messwerte einer anderen Verteilung folgen, ist die
Abschatzung unsicher, d. h. die Fahigkeit eines Prozesses wird mit den iiblichen Formeln fiir C;, und Cpy,
iiber- oder unterschatzt.

Es gibt auch keine einfachen Korrekturfaktoren, mit denen die iiblichen Formeln wieder zuverldssige Ergeb-
nisse liefern wiirden. Berechnen lassen sich Fahigkeitskennzahlen allerdings immer, nur ist ihre Aussagekraft
bei Abweichungen von der Normalverteilung deutlich geschwacht.

Bei einer Uberschitzung wird es durch den Kunden zahlreiche (unerwartete) Reklamationen geben, da der
Prozess die geforderte Fahigkeit in der Realitdt nicht erreicht. Wird die Fahigkeit unterschatzt, werden
Produkte und Dienstleistungen unter Wert verkauft. Beide Situationen sind deshalb nicht erstrebens-
wert.

Alternativen fiir die Bestimmung der Fahigkeit liefert Abschnitt 4, S. 14ff.

1.1.4 Fahigkeitskennzahlen fiir attributive Merkmale

Die Normalverteilung ist natiirlich nur bei variablen Messwerten wie Lange, Breite, Gewicht, usw. sinnvoll.
Bei attributiven Priifungen wie z. B.i. O. / n. i. O.-Priifungen ergibt sich keine Normalverteilung, sondern
eine Binomialverteilung. Die Bestimmung der Prozessfihigkeit erfolgt dann iiber den Anteil Schlecht-
Teile.

2 Uberpriifung der Verteilung

2.1 Ablauf der Verteilungsbestimmung

Unabhangig davon, welche Mess-Situation vorliegt, |duft die Verteilungsbestimmung immer nach demsel-
ben Muster ab:

1. GMV: Welche Verteilung passt zu der Mess-Situation?

2. Grafische und (wenn mdoglich) rechnerische Priifung, ob die Verteilung fiir die gemessenen Werte
angenommen werden kann

3. Beurteilung, ob GMV und Messwerte zusammenpassen

GMV steht fiir Gesunden MenschenVerstand und ist das wichtigste Werkzeug in der Statistik. Je nach-
dem, welche Mess-Situation vorliegt, sind unterschiedliche Verteilungen nach GMV passend.

Wenn Messwerte aus einem stabilen System ohne systematische Einfliisse und ohne (wichtige) absolute
Grenzen stammen, sind sie normalverteilt. Beispiel dafiir sind LangenmaBe oder Gewichte. Die absolute
Grenze 0 bei Langen und Gewichten ist in den meisten Mess-Situationen aus statistischer Sicht nicht
relevant, weil die 0 auBerhalb des iiblichen Wertebereichs liegt.
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Andere Mess-Situationen, in denen andere Verteilungen entstehen, sind beispielsweise Lage- und Form-
maBe, da hier die absolute Nullgrenze hiufig eine Rolle spielt und innerhalb des betrachteten Wer-
tebereichs liegt. Dasselbe gilt fiir Lebensdauer-Analysen, bei denen meistens keine symmetrische Ver-
teilung zu erwarten ist und deshalb auch nach GMV keine normalverteilten Werte angenommen wer-
den konnen. Die Bestimmung von F&higkeiten bei nicht-normalverteilten Werten liefert Abschnitt 4, S.
14fF.

2.2 Priifung auf Normalverteilung

Die Priifung auf Normalverteilung funktioniert iiber zwei Schritte:
1. Grafische Priifung: Wahrscheinlichkeitsnetz / NQ-Plot
2. Rechnerische Priifung: Test auf Normalverteilung

Beide Schritte sind notwendig, um das Prozess-Ergebnis sicher einschitzen zu kénnen um anschlieBend
haltbare Aussagen zur Fahigkeit zu treffen (wenn das Prozess-Ergebnis normalverteilt ist).

2.3 Wahrscheinlichkeitsnetz

In einem Wahrscheinlichkeitsnetz (in der Statistik NQ-Plot oder QQ-Plot oder PP-Plot) werden die Quan-
tile der theoretischen Priifverteilung (hier: der Normalverteilung) gegen die Messwerte gezeichnet. Ergibt
sich (ungefdhr) eine Linie in der Grafik, folgen die Werte der Stichprobe der theoretischen Verteilung.
Abbildung 1 zeigt ein solches Wahrscheinlichkeitsnetz.

Quantile der Verteilung

Quantile der Messwerte

Abbildung 1: Wahrscheinlichkeitsnetz

Um ein Wahrscheinlichkeitsnetz in Excel erstellen zu kdnnen, werden die Quantile der Normalverteilung
benotigt. Zusatzlich ist es hilfreich, wenn in einem Wahrscheinlichkeitsnetz auch die Ideallinie eingezeichnet
wird.

2.3.1 Quantile der Normalverteilung

Ein Quantil ist eine Kennzahl, bis zu der ein gewisser Anteil « einer Verteilung , verbraucht"ist. Das 50
%-Quantil ist beispielsweise der Wert, bis zu der die Halfte der Werte einer Verteilung auftreten. Das 50
%-Quantil ist der Median.
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Bei symmetrischen Funktionen wie der Normalverteilung ist der Median gleich dem Mittelwert, d. h.
der hochste Punkt der GauBschen Glockenkurve liegt beim 50 %-Quantil oder auch der Mittelwert der
Normalverteilung ist gleich dem 50 %-Quantil.

Allgemein ist das a-Quantil u,, der Standardnormalverteilung N (0, 1) ist der Wert fiir den gilt:
Uy = 7 a)

mit @ Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung:

y 2
O(x) = / \/12?exp <—t2> dt

bzw. ®~! Umkehrfunktion der Standardnormalverteilung. Die Standardnormalverteilung ist die Normal-
verteilung mit Mittelwert © = 0 und Standardabweichung o = 1.

Die Umkehrfunktion ®~! der Standardnormalverteilung kann nicht mit einer Funktion beschrieben wer-
den.

Als Approximation fiir Quantile mit 0,5 < « < 1 kann der Algorithmus von Hasting verwendet wer-
den:

2,515517 + 0,802853 -t + 0,010328 -
1 + 1,432788 -t + 0,189269 - t2 + 0,001308 - ¢3

mit:

t =4/—2-In(1—-a)

Aus Symmetriegriinden gilt:

Uo = —Ul—«

2.3.2 Bestimmung der Normalverteilungsquantile fiir ein
Wahrscheinlichkeitsnetz

Wenn gepriift wird, ob eine Messreihe normalverteilt ist, werden die Normalverteilungsquantile mit den
Messwerten verglichen. Bei einer endlichen Anzahl von Messwerten wird angenommen, dass nicht die
absolut groBten und kleinsten Werte in dieser Messreihe enthalten sind. Deshalb werden bei den Quantilen
der Priifverteilung auch nicht die extremsten Werte (0 %- und 100 %-Quantile) verwendet, sondern etwas
weniger extreme Werte.

Fiir die Bestimmung der optimalen Punkte fiir die Quantile gibt es verschiedene Berechnungsmoglichkeiten.
Bei allen Formeln wird am oberen und unteren Ende etwas abgeschnitten und die Quantile werden {iber die
restlichen Prozentwerte gleichmaBig (auch dquidistant, d. h. mit gleichem Abstand) verteilt.

Eine Formel fiir die Bestimmung der Quantilpunkte ist die folgende:
i—0,5
n

q =
mit ¢ = 1,...,n laufende Nummer und n Anzahl Messwerte.

Fiir sehr kurze Messreihen mit 10 oder weniger Messwerten wird eine etwas abweichende Formel verwen-
det:

1 —0,375

%= 0,25
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2.3.3 Bestimmung der ldeallinie fiir ein Wahrscheinlichkeitsnetz

Die Ideallinie fiir das Wahrscheinlichkeitsnetz wird iiber das 25 %- und das 75 %-Quantil der Messreihe
und den dazu gehérenden Normalverteilungsquantilen bestimmt. (Fiir die Bestimmung von Quantilen einer
Messreihe gibt es unterschiedliche Formeln, die zu leichten Differenzen in den Werten fiihren.)

Dazu wird eine Linie durch die beiden Punktepaare (qo 25, Ugq,5) und (qo,7s, tg, 75) gelegt. Abbildung 1
zeigt ein Wahrscheinlichkeitsnetz mit eingezeichneter ldeallinie.

2.3.4 Beispiel fiir ein Wahrscheinlichkeitsnetz

Tabelle 1 zeigt n = 10 Messwerte. (Dies ist natiirlich fiir eine Prozessfahigkeitsuntersuchung eine zu gerin-
ge Anzahl von Messwerten.) In Tabelle 2 stehen dieselben Messwerte der GroBe nach sortiert. Zusatzlich
finden sich in der letzten Spalte die zu den Rangzahlen i die Quantilpunkte ¢; (nach der zweiten Formel, da
nur n = 10 Messwerte vorliegen) sowie die Quantile der Normalverteilung u, .

Messwert-Nr. \ Messwert ‘
34,66
32,11
32,05
29,52
32,55
35,08
35,09
34,16
30,79
34,14

OO NG B|WN -

—
o

Tabelle 1: Messwerte

Messwert-Nr. | Messwert-Nr. | Rang \ Quantilpunkt ¢; \ Quantil u,,

4 29,52 1 0,0610 -1,5466
9 30,79 2 0,1585 -1,0005
3 32,05 3 0,2561 -0,6554
2 32,11 4 0,3537 -0,3755
5 32,55 5 0,4512 -0,1226
10 34,14 6 0,5488 0,1226
8 34,16 7 0,6463 0,3755
1 34,66 8 0,7439 0,6554
6 35,08 9 0,8415 1,0005
7 35,09 10 0,9390 1,5466

Tabelle 2: Geordnete Messwerte (Rang) und Quantile

Fiir den ersten Quantilpunkt g¢; = ¢; in der ersten Zeile ergibt sich der Wert 0,0610 iiber die For-
mel:

0,375 - 1-0,375 0,625
R =10 200 %Y 00610 = 6,1%

@ = 0,05 T 10+0,25 10,25

(©Barbara Bredner www. bb-sbl.de


http://www.bb-sbl.de

2 Uberpriifung der Verteilung 8

Damit entspricht der erste Messwert der Messreihe (theoretisch) dem 6,1 %-Quantil der Normalverteilung,
wenn die Messwerte tatsachlich aus einer Normalverteilung stammen.

In das Wahrscheinlichkeitsnetz werden die Punktpaare (Messwert mit Rang ¢, Normalverteilungsquantil
ug,) eingezeichnet. Abbildung 2 zeigt fiir die 10 Messwerte das dazu gehérende Wahrscheinlichkeits-
netz.

8
[ ] [ ] <] [ ]
[ ] [ 2
3 4 [ 2N 3 4 [ 3
: . Z .
[ ] [ ]
8 8
[ ] [ ]
8 8
T T T T T T T T T T
2 1 0 1 2 -2 1 0 1 2
Quantile der Normalverteilung Quantile der Normalverteilung
Abbildung 2: Wahrscheinlichkeitsnetz Abbildung 3: Wahrscheinlichkeitsnetz

mit ldeallinie

Zur einfacheren Abschatzung, ob Messwerte aus einer Normalverteilung stammen, wird haufig die Ide-
allinie eingezeichnet. In Abbildung 3 ist fiir das Beispiel die Ideallinie zusitzlich eingezeichnet wor-
den.

Zu sehen ist, dass die Punkte der Linie halbwegs gut folgen. Hier sind im ersten Schritt der Verteilungs-
priifung keine deutlichen Abweichungen von der Normalverteilung erkennbar. (Das ist bei nur n = 10 Mess-
werten ,,normal*, da sich andere Strukturen meist erst bei mehr Messwerten zeigen.)

2.4 Test auf Normalverteilung

Beim Test auf Normalverteilung wird rechnerisch gepriift, ob Messwerte aus einer Normalverteilung stam-
men. Diese rechnerische Priifung funktioniert dhnlich wie die grafische Priifung mit Hilfe des Wahrschein-
lichkeitsnetzes: Es wird verglichen, welche Messwerte theoretisch (d. h. bei Normalverteilung) vorliegen
miissten und bestimmt, wie groB die Abweichungen der Realitat von der Theorie sind.

Beim Testen auf Normalverteilung gibt es zahlreiche Testverfahren. Die meisten gebrauchlichen wie der x?-
Test, der Test von Kolmogorov-Smirnoff und der Lilliefors-Test sind aus statistischer Sicht véllig ungeeig-
net, um Messwerte auf eine Verteilung zu priifen. Die Wahrscheinlichkeit mit diesen Tests eine falsche Ent-
scheidung wie ,, Messwerte sind normalverteilt“zu treffen, liegt je nach Testsituation bei iiber 50 %, d. h. es
ware einfacher eine Miinze zu werfen und das Fehlerrisiko immer noch geringer.

Gute Tests auf Normalverteilung sind der Shapiro-Wils, Shapiro-Francia, Ryan-Joiner, Cramer-van Mises
und der Anderson-Darling-Test. Am einfachsten in Excel zu implementieren ist der Anderson-Darling
Test.
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2 Uberpriifung der Verteilung 9

2.4.1 Hypothesen bei Normalverteilungstests

Statistische Hypothesen:

Ho : Messwerte sind normalverteilt. vs. Hj : Messwerte sind nicht normalverteilt.

mit
Ho Nullhypothese
H; Alternative bzw. Gegenhypothese
Z1,...,Tyn Messwerte fiir die die Verteilung gepriift wird

Die Nullhypothese Hy wird abgelehnt, wenn der p-Wert des Tests zu klein ist. Im allgemeinen wird die
Normalverteilungsannahme abgelehnt, wenn p < 0,05 = 5% ist.

2.4.2 Teststatistik des Anderson-Darling-Tests

Fiir den Anderson-Darling Test werden die HilfsgréBen /i, 6° = 52 und p(;) benétigt:

Mittelwert der Stichprobe
1 n

Varianz der Stichprobe

LS (@ - 7)?
—1

n—1
—

62 = 5% =

bzw. die Standardabweichung der Stichprobe als:

Ao 1 & e
U—S—\Jn_lg(m x)

Fir die HilfsgroBe p(;) werden die Messwerte x1,...,z, geordnet, standardisiert und anschlieBend der
Funktionswert der Standardnormalverteilung ® berechnet:

T() — i
- 5 (0%)

Die Teststatistik des Anderson-Darling-Tests ist dann gegeben als:

n

Tap = —n— %Z (20 —1) (1n(p(i)) +1In(1 *P(n—z‘+1)))

i=1

Die Nullhypothese Hg wird abgelehnt, wenn T 4p zu groB ist.

Die p-Werte fiir die Anderson-Darling-Teststatistik werden je nach Wert der HilfsgréBe z approximiert.

0,75 2,25
z = Tup (1 + + = )
n
z p-Wert (approximativ)
2<0,2 1 — exp(—13,436 + 101, 14z — 223, 7322)

0,2<2<0,34 | 1 —exp(—8,318+ 42,796z — 59, 9382?)
0,34 < 2<0,6 | exp(0,9177 — 4,279z — 1, 382%)
0,6 < z exp(1,2937 — 5,709z + 0,018622)
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2.4.3 Beispiel Normalverteilungstest

Fiir die Messreihe in Tabelle 1 ergibt sich ein Wert fiir die Teststatistik des Anderson-Darling-Tests
von

Tap = 0,3834

Damit ist z gegeben als:

2 = 0,4208

Nach der Formel aus der oben angegebenen Tabelle ergibt sich ein p-Wert von:
p = 0,3240 > 0,05 = 5%
Da dieser p-Wert groBer als 5 % ist, wird die Nullhypothese Hy beibehalten. Somit liefert auch der Test auf

Normalverteilung keine Anzeichen fiir eine Abweichung der Messwerte von der theoretisch angenommenen
Verteilung.

Zusammen mit den Ergebnissen des Wahrscheinlichkeitsnetzes sind die Messwerte damit normalver-
teilt.

3 Berechnung von Fiahigkeits-Kennzahlen fiir normalverteilte
Merkmale

Voraussetzung fiir die Berechnung von aussagekraftigen Fahigkeitskennzahlen ist die Normalverteilung
der Messwerte.

3.1 Der Fahigkeitsindex C),

Der Fahigkeitsindex C), vergleicht die Toleranzbreite mit der Prozess-Streuung. Wenn die Toleranzbreite
dem 6fachen der Prozess-Streuung entspricht, ist der C,, = 1. In diesem Fall liegen 99,73 % der Messwerte
innerhalb der Toleranz.

Der Fahigkeitsindex (), wird berechnet iiber die Formel:

USG —0SG

Cp = 6-0

Da die tatsiachliche Prozess-Streuung meist unbekannt ist, wird sie aus beobachteten Messwerten berech-
net, d. h. geschatzt:

n—1:4

. 1 & 2
o =5 = Z(@ — )
Damit ergibt sich ein geschatzter Cp,-Wert von:

G USG —0SG  USG —0SG
L 6-6 N 6-S
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3.2 Der Fahigkeitsindex C,

Der Cyy, beriicksichtigt neben der Prozess-Streuung auch die Prozess-Lage. Wird ausschlieBlich der C, zur
Beurteilung eines Prozesses verwendet, werden (mdogliche) Abweichungen der Prozess-Lage von der Mitte
des Toleranzbereichs vernachlassigt. Schlimmstenfalls kann ein Prozess véllig auBerhalb der Toleranz liegen
und dennoch durch eine relativ kleine Streuung einen hohen C),-Wert haben.

Der Fahigkeitsindex Cp, wird berechnet iiber die Formeln:

_ u—=USG
Cpku = 3.0

0SG —pu

oo = 35

Cpk = Hlln{ Cpku ) Cpko}

Die tatsichliche Prozess-Streuung und die tatsichliche Prozess-Lage sind fast immer unbekannt und
miissen deshalb aus beobachteten Messwerten berechnet (d. h. geschatzt) werden:

=
Il
8
Il

Q>
Il
n
Il
_
S
| | =
—_
B
|
=
N

Der Cp-Wert wird dann mit diesen Schitzungen bestimmt:

o _ i-USG _ #-USG
L

G- _ 0SG —ji _ 0SG —z
pho = T35 T T 3.8

Cpk = mln{ Cpku ) Cpko}
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3.3 Beispielrechnung C, und C,;
Ein Kunde hat als Toleranzgrenzen fiir die Lange eines Stahlrohrs folgende Werte angegeben:

USG = 394 mm
OSG = 406 mm
Z = 400 mm
T = OSG —USG = 406 —394 = 12mm
mit USG Untere Spezifikations-Grenze, OSG Obere Spezifikations-Grenze, Z Zielwert und T Toleranzbreite.

Nach der Fertigung der Stahlrohre ist die Lange gemessen worden. Mit diesen Messwerten wurden folgende
Schatzungen fiir die Prozess-Lage und -Streuung bestimmt:

i =z = 400,8 mm

6 = 1,2mm

Der C,, berechnet sich mit den oben angegebenen Toleranzgrenzen und Prozess-Werten zu:

. USG — 0SG T 12 12
P 6-6 6-S 6-1,2 7,2 '

d. h.esist C, = 1,67.

Fiir den C), ergeben sich mit den oben angegebenen Toleranzgrenzen und Prozess-Werten folgende Ciy,,-
und Cppo-Werte:

_——  4-USG #-USG  400,8 — 394
Pk 3.6 3.5 3.1,2 3,6

~ _ 0S5G —j _ 0OSG —x _ 4064008 _ 52 _
- 346 3.5 312 36

Cor = min{ Cppu» Cpro } = min{ 1,89, 1,44} = 1,44

d. h.esist Cpp = 1,44.

3.4 Umrechnung Fahigkeitsindex in ppm, Prozess-Ausbeute und
umgekehrt

3.4.1 Umrechnung Fahigkeitsindex in ppm
ppm ist die Abkiirzung fiir “defective parts per million” und gibt die Anzahl fehlerhafter Teile pro eine

Million gefertigter Teile an.

Wenn die Messwerte normalverteilt sind, dann ist die Verteilung mit Mittelwert und Standardabweichung
vollstandig festgelegt. Dadurch kann dann auch die Anzahl fehlerhafter Teile auBerhalb der Toleranz
ppm bestimmt werden.
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3.4.2 Umrechnung Fahigkeitsindex in Prozess-Ausbeute
Die Prozess-Ausbeute ist der Anteil gefertigter Teile innerhalb der Toleranz. Je héher dieser Anteil ist, desto
fahiger ist der Prozess bzw. desto groBer sind die Fahigkeitsindizes C), und Cpy.

Bei normalverteilten Messwerten Idsst sich der Anteil der Werte innerhalb der Toleranzgrenzen USG und
OSG iiber die Quantile der Normalverteilung berechnen. Diese Quantile sind eindeutig iiber die geschatzte
Prozess-Lage und -Streuung bestimmbar.

Beim Beispiel zur Lange der Stahlrohre sind die Prozess-Lage und Streuung gegeben als:

= x = 400,8 mm

A

6 = 1,2mm

Damit ist die Normalverteilung der Messwerte gegeben als NV(ji, 52), d. h. eine Normalverteilung mit Mit-
telwert 400, 8mm und Varianz 1,44 = 1,22 (Quadrat der Standardabweichung).

Um die Anteile der Teile innerhalb der Toleranzgrenzen zu bestimmen, werden die Werte der Normal-
verteilung an den Toleranzgrenzen USG und OSG berechnet (am einfachsten mit einem entsprechenden
Statistik-Programm oder in Excel).

Gesucht sind also fiir die Toleranzgrenzen
USG = 394mm

OSG = 406mm

die Werte der Normalverteilung NV (fi, 52). p, ist dabei der Wert der Normalverteilung an der unteren Tole-
ranzgrenze USG . p, ist entsprechend der Wert an der oberen Toleranzgrenze OSG .

pu = P(X <USG) = P(X < 394) = 0,0000000073

po = P(X <0SG) = P(X <406) = 0,9999926566

d. h. ein winziger Anteil von 0,00000007 % der Messwerte fiir die Rohrlidnge ist kiirzer als die untere Tole-
ranzgrenze USG . Die meisten Stahlrohre, namlich 99,99926566 % sind kiirzer als die obere Toleranzgrenze
0SG.

Um den Anteil der Stahlrohre zu bestimmen, die ldnger als die untere Toleranzgrenze, aber kiirzer als die
obere Toleranzgrenze sind, wird der Anteil der zu kurzen Rohre p, vom Anteil der nicht zu langen Rohre
P, abgezogen:

P = po—pu = 0,9999926566 — 0,0000000073 = 0, 9999926493

d. h. der Anteil der Rohre innerhalb der Toleranz ist 99,99926493 %.

3.4.3 Umrechnung der Prozess-Ausbeute in ppm

Die Prozess-Ausbeute ist der prozentuale Anteil Gut-Teile. Der prozentuale Anteil der Schlecht-Teile ps,
d. h. der Teile auBerhalb der Toleranzgrenzen ist damit gegeben als:

ps =1 —pr = 1-0,9999926493 = 0,0000073507
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Diese Zahl ist an sich klein. In der Serienfertigung wird deshalb als Kennzahl die Anzahl Schlecht-Teile pro
eine Million Teile verwendet. Mit dem oben berechneten Anteil Schlecht-Teile ergibt sich fiir die Rohrlange
eine ppm von:

ps - 1.000.000 = 0,0000073507 - 1.000.000 = 7,3507

Der ppm -Wert ist also gleich 7,3507, d. h. etwa 7 von 1.000.000 Rohrlangen liegen auBerhalb der Tole-
ranzgrenzen.

4 Berechnung von Fahigkeitskennzahlen fiir nicht-normalverteilte
Merkmale

Grundsatzlich gibt es zwei Situationen, in denen Merkmalswerte nicht normalverteilt sind:

1. Die Messwerte folgen einer anderen Verteilung als der Normalverteilung auf Grund der Mess-
Situation.

2. Die Messwerte folgen einer anderen Verteilung als der Normalverteilung, weil es systematische
Einfliisse auf den Prozess gibt.

4.1 Fahigkeitskennzahlen fiir Merkmale aus anderen
Verteilungen

Andere Verteilungen als die Normalverteilung entstehen zwangslaufig immer dann, wenn die Mess-Situation
keine normalverteilten Werte liefern kann. Dies ist beispielsweise bei Form- und Lagetoleranzen der Fall,
bei denen durch die Nullgrenze die Verteilung schief bzw. asymmetrisch wird. Ein anderer Bereich, in dem
von der Normalverteilung abweichende Verteilungen auftreten, sind Lebensdauer- und Zuverl3ssigkeits-
Untersuchungen, bei denen z. B. mit Weibull-Verteilung gearbeitet wird.

Um die F3higkeit eines Prozesses zu beurteilen, der nicht-normalverteilte Werte auf Grund der Mess-
Situation liefert (nicht auf Grund von systematischen Einfliissen im Prozesses, vgl. Abschnitt 4.3), S.
20ff.), muss die passende Verteilung bestimmt werden. Die Verteilungsbestimmung lauft in diesem Fall
wie in Abschnitt 2.1, S. 4 beschrieben.

4.1.1 Ansatze in der Fahigkeitsbestimmung, die nicht funktionieren

Es gibt immer wieder Anwender und Software-Programme, die davon ausgehen, dass die ,, richtige“Verteilung
aus den Messwerten berechnet werden konnte. Das ist aus zwei Griinden falsch:

Erstens sind sich viele Verteilungen sehr dhnlich, so dass es kaum Unterschiede in den Funktionswerten
gibt. Wenn zu diesen Ahnlichkeiten noch eine gewisse Mess-Unsicherheit kommt, die gerade bei Form-
und LagemaBen eine groBe Rolle spielen (konnen), gleicht das Ausrechnen der , richtigen"Verteilung
einer Lotterie. Vielleicht trifft man den Hauptgewinn. Viel wahrscheinlicher ist es, eine Niete zu zie-
hen.

Das gilt auch fiir den Ansatz, nicht-normalverteilte Messwerte iiber Transformationen (wie Box-Cox und
Johnson-Transformationen) normalverteilt zu hammern. Mit diesen Transformationen werden wichtige In-
formationen aus den Messwerten ignoriert. Das ist fiir eine zuverldssige Prozess-Beurteilung und Fahigkeits-
Bewertung unsinnig.
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Der zweite Grund, warum die Berechnung der , richtigen“Verteilung nicht funktioniert ist, dass das Risiko
fiir eine falsche Entscheidung bei bis zu 50 % liegt. In der Statistik wird mit Stichproben gearbeitet, d.
h. es liegen nie alle Informationen aus einem Prozess vor, sondern immer nur ein Teil der Informationen.
Damit gibt es auch immer ein Risiko, mit statistischen Verfahren wie der rechnerischen Verteilungsauswahl
eine falsche Entscheidung zu treffen. Je mehr Verteilungen auf Stimmigkeit gepriift werden, desto groBer
wird das Risiko, die falsche Verteilung auszuwihlen. (In Statistiker-Sprache: Die Risiken fiir die Fehler 1.
und 2. Art o und 3 steigen an.)

Wird beispielsweise die Sicherheit dafiir, dass die richtige Verteilung ausgewahlt wird, auf 95 % festgelegt,
gibt es bei jeder einzelnen Entscheidung ein Risiko von 5 %, daneben zu liegen. Bei zwei Entscheidungen
ergibt sich eine Sicherheit von 95% der ersten 95 %, usw.:

Sicherheit bei der 1. Entscheidung: 95% = 0,95
Sicherheit bei der 2. Entscheidung: 95% - 95% = 0,95 - 0,95 = 0,95% = 0,9025 = 90%

Sicherheit bei der 3. Entscheidung: 95% - 95% - 95% = 0,952 = 0,8574 = 86%
Sicherheit bei der 10. Entscheidung: 0,950 = 0,5987 = 60%

Sicherheit bei der 14. Entscheidung: 0,95 = 0,4877049% < 50%
Die mit der Anzahl der Entscheidungen rapide sinkende Sicherheit stellt Abbildung 4 grafisch dar.

100 % ——~-
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Anzahl Entscheidungen Rz
Abbildung 4: Sicherheit der Entschei- Abbildung 5: Wahrscheinlichkeitsnetz
dung nach Anzahl gepriifte Verteilun- Betragsverteilung 1. Art
gen

Da viele mogliche Verteilungen fiir eine Mess-Situation in Frage kommen, werden haufig deutlich mehr als
10 Verteilungen als mogliche Kandidaten gepriift. Ab dem Testen von 14 Verteilungen sinkt die Sicherheit
bei der Entscheidung auf unter 50 %, so dass ein Miinzwurf eine gréBere Sicherheit bietet. Beim Miinzwurf
ist jede Entscheidung mit einer Wahrscheinlichkeit von 50 % richtig.

4.2 Beispiel nullbegrenzte Merkmale: Betragsverteilung 1. Art

Bei Form- und Lage-Merkmalen, deren Messwerte nahe der Nullgrenze liegen, ist die geeignete Verteilung
die Betragsverteilung 1. Art (oder auch gestutzte Normalverteilung, truncated normal distribution). Diese
Verteilung wird genau wie die Normalverteilung durch zwei KenngréBen festgelegt. Leider lassen sich als
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KenngrdBen nicht die iiblichen beiden Kennzahlen Mittelwert und Standardabweichung verwenden, da die
Betragsverteilung deutlich schwieriger zu bestimmen ist.

Die ISO 21747 soll fiir diese Mess-Situation und auch fiir andere Mess-Situationen, in denen keine normal-
verteilten Werte vorliegen, Abhilfe schaffen. Die Fahigkeits-Abschatzungen nach den Methoden M1-M4
sind allerdings so ungenau, dass Prozess-Fahigkeiten systematisch unter- oder iiberschatzt werden. Mit
den Methoden M3 und M4 wird ein Prozess durchgingig zu gut bewertet und zwar um mindestens den
Faktor 10.

Insofern bleibt fiir eine zuverlassige Fahigkeitsabschatzung ausschlieBlich der Weg iiber die Verteilung
selbst und die ppm-Berechnung aus der Verteilung wie in Abschnitt 3.4.2 (S. 13) beschrieben. Anstatt
der Normalverteilungsquantile werden die Quantile der Verteilung verwendet, die fiir die Mess-Situation
geeignet ist.

4.2.1 Bestimmung der Betragsverteilung 1. Art

Die Dichtefunktion der Betragsverteilung 1. Art (gestutzte Normalverteilung) mit Grenzpunkten a und b
ist gegeben als:

mit I Indikatorfunktion, p Mittelwert der ungestutzten Verteilung, o Standardabweichung der ungestutz-
ten Verteilung.

Bei nullbegrenzten Merkmalen ist a = 0 und b = o0, so dass sich die Dichtefunktion schreiben lasst
als:
exp (54

flaipo) = =
[ exp (4 ) dt
0

Sind also die Kennzahlen 1 und o der ungestutzen (nicht beobachtbaren) Verteilung bekannt, kann die
Dichtefunktion angegeben werden. Gemessen werden allerdings die Werte der gestutzten Verteilung
und oy, d. h. p und o miissen zuerst bestimmt werden.

Fir die allgemeine Betragsverteilung 1. Art mit zwei Grenzpunkten a und b wird der so genannte
EM-Algorithmus eingesetzt. Bei nullbegrenzten Merkmalen mit nur einem Grenzpunkt a funktioniert
der EM-Algorithmus auch, allerdings gibt es einen einfacheren Rechenweg, um p; und o; zu bestim-
men.

1. Bestimmung von Mittelwert y1; = z und Standardabweichung oy = S der Messreihe:

Fo= Lo+ ) 1i
Ht n 1 n n & i

at_s_$ L S - 2

n_li 1
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2. Berechnung einer HilfsgroBe Q(w) iiber eine HilfsgroBe w und zwei Polynome P3 und Py bei einem
unteren Stutzpunkt a:
of

T

Ps(w) = 1+ 5,74050101w — 13, 53427037w? + 6, 88665552

Py(w) = —0,00374615 + 0, 17462558w — 2, 87168509w? + 17, 48932655w° — 11, 91716546w*
_ Py(w)
P3(w)

Qw)

3. Berechnung der ungestutzten Parameter p und o:
p=p+Qw) - (a— pu)
0’ =07 + QW) - (a—m)?
Mit den Kennzahlen j und o2 ist die Betragsverteilung 1. Art mit dem unteren Stutzpunkt a festgelegt.

Bei einem nullbegrenzten Merkmal ist a = 0.

Die Quantile der Verteilung liefert z. B. das OpenSource Statistikprogramm R (http://cran.r-project.org)
iber das Package msm mit der Funktion
qgtnorm(Prozentwert,u,o,a)

Die Kennzahl ppm lasst sich iiber die Funktion
(1-ptnorm(0SG , ,0,a))-1.000.000
berechnen.

4.2.2 Prozessfahigkeits-KenngroBen bei nullbegrenzten Merkmalen

Da nullbegrenzte Merkmale die absolute Grenze bei 0 haben, fiihrt die Berechnung des C)-Indizes oft
dazu, dass die Fihigkeit unterschatzt wird, da die Streuung verglichen mit der Toleranzbreite zu groB zu
sein scheint. Der C)-Index funktioniert daher fiir nullbegrenzte Merkmale nicht.

Sinnvoller ist entweder die Angabe der zu erwartenden ppm oder die Bestimmung des Cpi-Indizes. Die
ppm konnen wie bei der Normalverteilung beschrieben iiber die Verteilung der Merkmale bestimmt wer-
den. Bei nullbegrenzten Merkmalen sind (meist) nur Messwerte iiber der oberen Spezifikationsgrenze
OSG auBerhalb der Spezifikation. Der Cy-Index entspricht deshalb dem Cpy,:

— OSG — gs0
Cpk = Cpko =
499,865 — G50

Fiir die Berechnung des C),;-Werts gibt es zwei Methoden:
1. Methode 1: Berechnung iiber die Quantile der Verteilung

2. Methode 2: Berechnung iiber die Quantile der Messreihe
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Bei beiden Methoden wird die Fahigkeit iiber Quantilwerte bestimmt, genauer iiber das 50 %-Quantil
¢s0 und das 99,865 %-Quantil ggg g65. Der Unterschied in der Berechnung entsteht durch die verschie-
denen Wege, in denen die Quantile ermittelt werden. Bei Methode 1 werden die Quantile auf Basis
der Betragsverteilung 1. Art verwendet. Methode 2 bestimmt die Quantile allein auf Basis der Messrei-
he.

Die erste Methode fiihrt zu zuverldssigen Ergebnissen, ist allerdings aufwandiger, da die Verteilungspa-
rameter 1 und o vorher berechnet werden miissen (s. 0.) Die zweite Methode ist vom Rechenaufwand
her einfacher, liefert allerdings wenig zuverldssige Ergebnisse. Sie wird von der 1ISO 21747 empfohlen
(M4-Methode).

4.2.3 Beispiel Prozessfahigkeit bei Betragsverteilung 1. Art

In einem Prozess wird die von Oberflichen nach dem Polieren gemessen. (Auf die Schwierigkeiten der
Rauheitsbestimmung sowie die Fahigkeit des Mess-Systems wird an dieser Stelle verzichtet. In der Pra-
xis sollten beide Aspekte vor der Bewertung des Prozesses mit Fahigkeitskennzahlen sorgfiltig beachtet
werden.)

Die Rauheit ist ein nullbegrenztes Merkmal, da keine Oberfliche mehr als glatt sein kann. Es wurde an
insgesamt n = 120 Bauteilen jeweils 1 Mal die maximale Rauheit R, gemessen. Die Spezifikation des
Kunden gibt vor, dass die Rauheit R, maximal 6um groB sein darf.

Als nullbegrenztes Merkmal miisste R, nach GMV (gesundem Menschenverstand, s. Abschnitt 2.1, S.
4) einer Betragsverteilung 1. Art folgen. Um diese Annahme zu priifen, wird ein Wahrscheinlichkeitsnetz
fiir die Messreihe erstellt und abgeglichen, wie groB die Abweichungen zwischen Theorie (Quantile der
Betragsverteilung 1. Art) und Praxis (Messreihe) ist.

Bestimmung der Betragsverteilung 1. Art Um die Quantile der Betragsverteilung berechnen zu
konnen, muss zuerst die Betragsverteilung bestimmt werden, d. h. die Parameter ;1 und o errechnet
werden. Fiir die vorliegenden n = 120 R,-Messwerte ergibt sich:

1. Bestimmung von Mittelwert 1, = z und Standardabweichung o; = S der Messreihe:

= 7 = 2,4232

2. Berechnung einer HilfsgroBe Q(w) iiber eine HilfsgroBe w und zwei Polynome P3 und Py bei einem
unteren Stutzpunkt a = 0:

of 11,1368
(a— )2 (0—2,4232)2

w =

= 0,2201

Py(w) = 1+ 5,74050101w — 13, 53427037w? + 6, 88665552w> = 1, 6813
Py(w) = —0,00374615+0, 17462558w — 2, 87168509w> 417, 48932655w> — 11, 91716546w* = 0, 05408

_ Piw)
A =35

=0,0322

3. Berechnung der ungestutzten Parameter p und o:

=+ Qw) - (a—p) =2,4232 40,0322 - (0 — 2,4232) = 2, 3452
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0 =07+ Qw) - (a — m)* =1,1368% 40,322 - (0 — 2,4232)? = 1,2171

Die Betragsverteilung 1. Art ist damit liber die beiden Parameter = 2,3452 und o = 1,2171 sowie den
Stutzpunkt a = 0 festgelegt.

Verteilungspriifung der Messreihe Fiir die Rauheits-Messwerte R, wird ein Wahrscheinlichkeitsnetz
gezeichnet (s. Abbildung 5, S. 15). Die Punkte der Messreihe liegen sehr dicht an der Ideallinie (graue
Linie), so dass hier die GMV-Annahme bestatigt wird.

Die Rz-Messwerte folgen damit einer Betragsverteilung 1. Art.

Berechnung der Prozessfahigkeit Die obere Spezifikationsgrenze OSG wurde vom Kunden vorgegeben
als OSG = 6um. Der Cp, wird auf zwei unterschiedliche Methoden bestimmt:

Methode 1: Quantile der Betragsverteilung 1. Art
Methode 2: Quantile der Messreihe (Methode M4 mit Median nach I1SO 21747)

Die Quantile der Betragsverteilung 1. Art gb mit u = 2,3452 und o = 1, 2171 sind:
qb50 = 2, 3864

qbgg 865 = 6,0066
Ermittelt wurden diese Quantile mit der Software R.

Berechnung der Quantilwerte in R:

library (msm)

q50=qtnorm(0.5, 2.3452, 1.2171, 0)

q50

q99865=qtnorm(0.99865, 2.3452, 1.2171, 0)
q99865

Anmerkung: In R wird anstelle des Kommas als Dezimalzeichen ein Punkt verwendet.

Die empirischen Quantile ge aus der Messreihe berechnen sich zu:
qesp = 2, 4250
geg9,865 = 9, 0300
Durch die verschiedenen Quantilwerte ergeben sich zwei Fahigkeitsindizes:
— OSG — qbsg 6 — 2,3864

Cbpi = Cpko = = = 0,9982
vk Pho = booses — abso  6,0066 — 2,3864

_ OSG — qex 6 — 2,4250
Cepr = Copo = = =1,3724
Cpk PR T Gegoses —qeso 50300 — 2,4250

Mit den Quantilen der Betragsverteilung ist damit der Prozess nicht fihig, da der C), kleiner als 1 ist.
Nach der M4-Methode ist der Prozess mit Cp,;, > 1,33 fahig.
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Eine grobe Abschitzung der ppm-Zahlen ist mit dem ppm-Rechner (z. B. bei Wikipedia) mdglich.
Bei normalverteilten Messwerten (die hier nicht vorliegen), entsprache ein Cp,, = 1,0 1350 ppm und
ein Cpr = 1,37 20 ppm. Der Unterschied in den Ausschuss-Zahlen liegt demnach bei einem Faktor
70!

Bewertung der unterschiedlichen Fahigkeits-Werte Nun konnte es ja noch sein, dass die M4-
Methode der ISO 21747 viel besser und zuverl3ssiger ist als die Bestimmung der F3higkeit iiber die
Betragsverteilung. Tatsdchlich handelt es sich bei den Rauheits-Werten um simulierte Daten, die aus einer
Betragsverteilung 1. Art stammen und keinen Messfehler haben.

Die echten Parameter der Grundgesamtheit waren uge = 2,5 und ogg = 1,2. Mit der Berechnungs-
vorschrift wurden aus der Messreihe 1 = 2,3864 und o = 1,2171 geschétzt. Der echte Fahigkeitsindex
liegt bei Cpr(GG) = 0,97, d. h. durch die Quantile der Betragsverteilung konnte die Fahigkeit sehr
zuverldssig bestimmt werden. Tatsachlich liegt die ppm -Zahl in der Grundgesamtheit bei 1800. Die M4-
Methode der ISO 21747 iiberschatzte die tatsachliche Fahigkeit fiir diese Messreihe um den
Faktor 90.

In der Praxis kdnnen die Differenzen zwischen tatsichlicher Fahigkeit und iiber die M4-Methode berechnete
Fahigkeit noch groBer werden, da hier Messungenauigkeiten die Messwerte verfalschen. Das obige Ergebnis
ist auch kein besonders krasser Fall. Bei einer Simulationsstudie wurde gezeigt, dass die Fahigkeit durch
die M4-Methode teilweise um bis zu 800-1000 Mal hoéher geschatzt wurde als sie tatsachlich war. Auch
die M3-Methode hilft an dieser Stelle nicht weiter.

Um Fahigkeiten zuverldssig einschdtzen zu kdnnen, muss die Verteilung der Messwerte in der Gesamtheit
bestimmt werden. Ohne Verteilung, d. h. nur mit empirischen Quantilen wie von der ISO 21747 empfohlen,
lassen sich Fahigkeiten von nullbegrenzten Merkmalen nicht zuverlassig bestimmen.

4.3 Fahigkeitskennzahlen bei systematischen Einfliissen auf das
Prozess-Ergebnis

Wenn Messwerte keiner GMV-Verteilung folgen, gibt es dafiir immer einen Grund: Systematische Ein-
fliisse auf den Prozess. Solange diese systematischen Einfliisse nicht identifiziert und durch ein geeigne-
tes statistisches Prozess-Modell (SPM) beschrieben werden, kann auch keine zuverlassige Aussage zur
Prozess-Fahigkeit gemacht werden.

Nach verschiedenen Untersuchungen sind die wenigsten Prozess-Ergebnisse (zwischen 2 und 10 %, je nach
Studie) normalverteilt. Das ist auch aus statistischer Sicht logisch, weil in Prozessen die EinstellgroBen
sehr oft einen systematischen Einfluss auf das Prozess-Ergebnis haben.

Hat z. B. der Druck einen entscheidenden Einfluss auf das Prozess-Ergebnis und werden variable Driicke an-
gelegt, verandert sich das Prozess-Ergebnis in Abhangigkeit von der Druck-Einstellung. Bei der Einschatzung,
wie fahig der Prozess unter normalen Serienbedingungen ist, muss damit der Einfluss durch den Druck
beriicksichtigt werden. Es reicht nicht aus, mit den Messwerten Fahigkeits-Indizes zu berechnen und so zu
tun, als ware die Einstellung fiir den Druck fiir das Prozess-Ergebnis unwichtig.

Zudem ergibt sich durch systematische Einfliisse eine Verfilschung der Fahigkeits-Berechnung, da die
Fahigkeits-Kennzahlen auf der Basis von Verteilungs-Quantilen errechnet werden. Wird die falsche Ver-
teilung fiir die Bestimmung der Quantile verwendet, wird die Prozess-Fahigkeit iiber- oder unterschatzt.
Der Ausweg iiber empirische Quantile wie von der ISO 21747 empfohlen, bei denen keine Verteilung
angenommen wird, liefert irrefiihrende Ergebnisse (s. obiges Beispiel). Auch die Berechnung der ,, passen-
den“Verteilung ist kein Ausweg, wie Abschnitt 4.1.1, S. 14 zeigt.
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Insofern bleibt fiir eine zuverldssige Einschatzung der Prozess-Fahigkeit nur die Moglichkeit iiber, ein
valdiertes statistisches Prozess-Modell zu entwickeln und auf der Basis dieses Prozess-Modells (SPMs)
haltbare Fahigkeits-Aussagen anzugeben.

Diese Methode findet unter anderem im Bereich der Versuchsplanung und -auswertung (Design of Ex-
periments / DoE) in Deutschland immer gréBeren Zuspruch. Sie funktioniert allerdings auch mit den
normalen Prozess-Daten, die heute in vielen Unternehmen iiber das BDE- oder MDE-System erfasst
werden.

5 Berechnung von Fahigkeitskennzahlen fiir attributive
Merkmale

Bei attributiven Merkmalen wie einer Gut-Schlecht-Priifung kann als Kennzahl fiir die Fahigkeit eines
Prozesses ausschlieBlich der Anteil Schlecht-Teile verwendet werden. Eine Feststellung, wie schlecht die
Teile sind (d. h. wie weit von der Spezifikationsgrenze entfernt), gibt es naturgemaB bei einer i. O. / n.
i. O.-Priifung nicht.

5.1 Attributive Fahigkeitskennzahl

Damit gibt es fiir die Beurteilung von attributiven Priifergebnissen auch nur eine Kennzahl, die dem C),
bei variablen Merkmalen entspricht:
1

Cp = gulfniO

mit u, a-Quantil der Standardnormalverteilung (wie oben beschrieben) und niO Anteil Schlecht-Teile.

Der attributive Fahigkeitsindex ist allerdings sehr konservativ, d. h. er liefert erst fiir sehr kleine Ausschuss-
Anteile akzeptable C)-Werte. Um einen C)-Wert von 1,67 zu erreichen, muss der Ausschuss-Anteil kleiner
als 0,3 ppm sein, d. h. theoretisch miissten 3,5 Millionen Teile gut sein, bevor ein n. i. O.-Teil im Prozess
auftaucht.

5.2 Beispiel attributive Fahigkeitskennzahl

Bei der Produktion von Stahlrohren wird mit Hilfe einer Lehre gepriift, ob die Stahlrohre liber einem
bestimmten Durchmesser liegen. In der Vergangenheit wurde dabei insgesamt ein Ausschuss-Anteil von
0,2 % festgestellt.

Damit ergibt sich als attributive Fahigkeit:

1 1 1 1
Cp = FUl-niO = FU1-0002 = U008 = 5278782 = 0,9594
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6 Quellen und Autorin

Quellen:

Einfiihrung in die Statistik: Fahrmeier, Ludwig; Kiinstler, Rita; Pigeot, Iris; Tutz, Gerhard [2004]:
Statistik. Der Weg zur Datenanalyse. Springer Verlag, ISBN 978-3540697138

AD-Test, Normalverteilung, Betragsverteilung: GroB, Jiirgen [2004]: A normal distribution cour-
se. Peter Lang Verlag, ISBN 978-3631529348

Statistische Tests und Kennzahlen: Hartung, Joachim [1991]: Statistik. Lehr- und Handbuch der
angewandten Statistik. Oldenbourg Verlag, ISBN 978-3486578904

Algorithmus fiir die Bestimmung der Betragsverteilung 1. Art: Schneider, Helmut [1986]: Trun-
cated and Censored Samples From Normal Populations. Marcel Dekker Verlag, ISBN 978-0824775919
Chapter 3, p. 28ff.

Prozess-Analyse und -Optimierung: Weihs, Claus; Jessenberger, Jutta [1998]: Statistische Me-
thoden zur Qualitatssicherung und -optimierung in der Industrie. Wiley-VCH Verlag, ISBN 978-
3527296170
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